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Resumen
El objetivo de este trabajo es mostrar de manera explı´cita la construccio´n de un sistema de Cartan-Eilenberg
para los grupos de K-teorı´a equivariante torcida sobre unG-complejo celular finito, conG un grupo finito.
Dicho sistema define una sucesio´n espectral cuya segunda pa´gina es dada por la cohomologı´a de Cˇech
asociada a una pregavilla de representaciones proyectivas de grupos de isotropı´a.
Palabras clave. Sistema de Cartan-Eilenberg, K-teorı´a equivariante torcida, sucesio´n espectral, complejo simpli-
cial de Cˇech equivariante.
Abstract
The goal of this paper is to show explicitly the construction of a Cartan-Eilenberg system for the twisted
equivariant K-theory groups of a finite G-CW complex, with G a finite group. Such a system defines a spec-
tral sequence, whose second page is given by the Cˇech cohomology of a presheaf associated to projective
representations of isotropy groups.
Keywords . Cartan-Eilenberg system, twisted equivariant K-thoery, spectral sequence, equivariant simplicial Cˇech
complex.
1. Introduccio´n. El propo´sito de este artı´culo es presentar una exposicio´n autocontenida de K-teorı´a
equivariante torcida y sus propiedades cohomolo´gicas, ası´ como los detalles de la construccio´n de una suce-
sio´n espectral de Segal de manera explı´cita. Aunque tal sucesio´n espectral corresponde a un caso particular
de la sucesio´n espectral desarrollada en [16, Th. 22.4.4], ası´ como en distintos trabajos en la direccio´n que
el presente artı´culo se desarrolla: [4], [22], [10] y [11], es importante destacar que al restringirnos en el pre-
sente trabajo a complejos celulares finitos y acciones de grupos finitos, es posible hacer ma´s transparente y
explı´cita la construccio´n de la sucesio´n espectral, ası´ como los morfismos involucrados en la construccio´n
de su segunda pa´gina.
El resultado principal del presente trabajo es establecido en el Teorema 5.1, en donde la segunda pa´gina
de la sucesio´n espectral antes mencionada es dada por la cohomologı´a de Cˇech asociada a la pregavilla de
grupos locales de K-teorı´a equivariante torcida. Como consecuencia de este teorema se deriva el Corolario
5.1, en donde se presenta una reformulacio´n a una pregavilla de representaciones torcidas de grupos de
isotropı´a.
2. K-teorı´a equivariante torcida. En esta seccio´n introducimos la definicio´n del funtor de K-teorı´a
equivariante torcida, sus grupos relativos y superiores, y sus correspondientes propiedades cohomolo´gicas.
El contenido de esta seccio´n esta´ basado en [22] y [10], y fue presentado tambie´n en [11], ha sido incluido
a fin de dar una presentacio´n ma´s autocontenida a este trabajo.
A lo largo de este trabajo, G denotara´ un grupo finito yH un espacio de Hilbert complejo, separable y
de dimensio´n infinita.
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2.1. Torcimientos Equivariantes. Iniciaremos con los elementos que permiten definir las versiones
torcidas de la K-teorı´a equivariante.
Sea PU(H) el grupo de operadores unitarios proyectivos sobre H, el cual se define como el cociente
del grupo unitario U(H) por su centro, esto es,
PU(H) = {T : H → H | TT
∗ = T ∗T = Id}
{T ∈ U(H) | TS = ST, para todo S ∈ U(H)}
=
U(H)
{ζ · Id | |ζ| = 1} = U(H)/S
1
donde hemos identificado el centro de U(H) con S1. De modo que se tiene la sucesio´n exacta corta
1 // S1 // U(H) pi // PU(H) // 1 .
De hecho, si damos a U(H) la topologı´a fuerte (strong operator topology), entonces U(H) tiene una es-
tructura de haz S1-principal y localmente es el producto de S1 y PU(H) (cf. [21, Th. 1], [9]).
Sea Φ : Hom(G,PU(H)) −→ Extc(G,S1), la aplicacio´n del espacio de representaciones proyectivas
de G al conjunto de clases de isomorfismo de extensiones S1-centrales
1 −→ S1 −→ G˜ −→ G −→ 1,
definida de la siguiente manera: Si a : G −→ PU(H) es cualquier homomorfismo, e´ste determina una
extensio´n S1-central de G dada por G˜ := a∗U(H), como se muestra en el diagrama







de modo que Φ es definida por
(a : G −→ PU(H))  Φ // G˜ = a∗U(H) .
El hecho de que S1 −→ G˜ −→ G sea una extensio´n central implica que G˜ es un haz fibrado S1-
principal sobre G. Adema´s, como G es finito una extensio´n central G˜ puede caracterizarce como el gru-
po G˜ ∼= G ×α S1, esto es, el conjunto G × S1 de parejas {(g, a) | g ∈ G, a ∈ S1} con el producto
(g1, a1)(g2, a2) = (g1g2, α(g1, g2)a1a2) para un cociclo α ∈ Z2(G,S1).
Sea Vsc(G˜) el subespacio de L2(G˜) generado por los vectores sobre los cuales S1 ⊂ G˜ actu´a por
multiplicacio´n de escalares.
Un homomorfismo a : G −→ PU(H) es llamado estable si la representacio´n unitaria definida por
a˜ : G˜ −→ U(H) contiene cada una de las representaciones irreducibles de G˜ contenidas en Vsc(G˜), un
nu´mero infinito de veces. Se denotara´ por
Homst(G,PU(H)) ⊂ Hom(G,PU(H))
el subconjunto de tales homomorfismos estables.
Recordemos que un haz Γ-principal G-equivariante p : P −→ X consiste en un haz Γ-principal con
una G-accio´n izquierda sobre P y una G-accio´n izquierda sobre X (ambas acciones conmutando con las
Γ-acciones derechas), tal que p : P −→ X es G-equivariante. En la siguiente definicio´n introducimos un
tipo especial de haces Γ-principales G-equivariantes que sera´n fundamentales para la construccio´n de los
grupos de K-teorı´a equivariante torcida.
Definicio´n 2.1. Un haz PU(H)-principal G-equivariante P −→ X sobre el G-espacio X es llamado
estable, si para todo x ∈ X existe una vecindad Gx-invariante Ux de x y un isomorfismo de haces Gx-
equivariantes
P |Ux ∼= Ux × PU(H)
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de tal manera que la Gx-accio´n sobre el factor PU(H) del lado derecho es mediante algu´n homomorfismo
estable fijo fx ∈ Homst(Gx, PU(H)), con Gx el subgrupo de isotropı´a de G en x.
Dos haces establesG-equivariantes unitarios proyectivos P y P ′ sobreX se dicen ser isomorfos si exis-
te un homeomorfismo G-equivariante P −→ P ′ de haces PU(H)-principales. Las clases de isomorfismo
de haces estables G-equivariantes unitarios proyectivos sobre X sera´n denotados por
BunstG(X,PU(H)).
Un torcimiento G-equivariante sobre X consiste de un haz PU(H)-principal G-equivariante estable
sobre X , de modo que BunstG(X,PU(H)) corresponde al conjunto de clases de isomorfismo de torcimien-
tos G-equivariantes sobre X .
Proposicio´n 2.1. Si G es un grupo finito y X es un G-complejo CW, entonces
BunstG(X,PU(H)) ∼= H3G(X;Z),
donde H3G(X;Z) := H3(X ×GEG;Z) representa el tercer grupo de cohomologı´a de Borel equivariante.
Este resultado es establecido en [3]; en [5] se proporciona una demostracio´n mediante la construccio´n
del correspondiente espacio universal.
2.2. K-teorı´a equivariante torcida. La K-teorı´a topolo´gica compleja fue introducida por M. F. Ati-
yah y F. Hirzebruch (cf. [2]) alrededor de 1959, basa´ndose en el trabajo de A. Grothendieck y R. Bott.
Fue definida en un sentido geome´trico, a saber, como la construccio´n de Grothendieck aplicada al mo-
noide de clases de isomorfismo de haces vectoriales complejos de rango finito. E´sta viene a ser el primer
ejemplo de una teorı´a de cohomologı´a generalizada, es decir, una teorı´a que satisface todos los axiomas
de Eilenberg-Steenrod para una teorı´a de cohomologı´a (cf. [8]), excepto el axioma de la dimensio´n. Como
tal, por el Teorema de Representabilidad de Brown, es representable y de manera independiente Atiyah y
Ja¨nich probaron que un modelo para su correspondiente Ω-espectro (en dimensio´n par) esta´ dado por el
espacio de operadores de Fredholm Fred(H), sobre un espacio de Hilbert separable de dimensio´n infinita
H. Es precisamente e´ste el ingrediente clave para definir las versiones torcidas asociadas a la K-teorı´a.
Ma´s precisamente, del Teorema de Atiyah-Ja¨nich tenemos que la K-teorı´a de un complejo celular finito
X satisface
K0(X) ∼= [X,Fred(H)],
equivalentemente, si E := X × Fred(H) es el haz trivial sobre X con fibra Fred(H) y Γ(X;E) denota su
espacio de secciones, entonces el Teorema de Atiyah-Ja¨nich nos dice que
K0(X) ∼= pi0(Γ(X;E)).
Las “versiones torcidas” de K-teorı´a son obtenidas al reemplazar el haz trivial X × Fred(H) por un
haz E con grupo estructural PU(H) y cuya fibra sea Fred(H). Existen varias dificultades te´cnicas en esta
construccio´n relativas a la topologı´a que debe tener el espacio Fred(H); en [3] puede consultarse de que´
manera Atiyah y Segal dan solucio´n a estas dificultades.
Basa´ndose en el esquema anterior, se define la K-teorı´a torcida de un espacio en la presencia de una
accio´n (cf. [3, 5]).
Definicio´n 2.2. Sean G un grupo finito y X un G-complejo celular finito. Si P es un torcimiento G-
equivariante, la K-teorı´a G-equivariante P -torcida de X se define como el grupo





cuyos elementos corresponden a clases de homotopı´a de seccionesG-equivariantes del hazG-equivariante
de Fredholm asociado
Fred(P ) := P ×PU(H) Fred(H).
Es importante sen˜alar que el modelo de Fred(H) considerado aquı´1 consiste del conjunto de parejas de
operadores de Fredholm (A,B) tales queAB−1 yBA−1 son compactos, con la topologı´a sobre Fred(H)
inducida por el encaje
(A,B) 7−→ (A,B,AB − 1, BA− 1)
1En [3], M. Atiyah y G. Segal denotan este espacio por Fred′(H).
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en B×B×K×K, con B el espacio de operadores acotados enH con la topologı´a compacto-abierta y K el
espacio de operadores compactos con la topologı´a de la norma. El hecho de que PU(H) actu´a continuamen-
te sobre Fred(H), por conjugacio´n, y que efectivamente Fred(H) representa un espacio clasificante para la
K-teorı´a es demostrado en [3, Prop. 3.1]. En [3, Sec. 3] se hace un ana´lisis de lo comentado anteriormente
y se establece sobre otra posible eleccio´n del modelo para representar la K-teorı´a torcida.
Dado el hazPU(H)-principalG-equivarianteP , se define laG-accio´n sobre el haz asociado Fred(P ) =
P ×PU(H) Fred(H) dada por
g · [(λ, (A,B))] := [(gλ, (A,B))],
para g ∈ G, λ ∈ P y (A,B) ∈ Fred(H).
2.3. El grupo de representaciones proyectivas. Veamos el caso particular de la K-teorı´aG-equivariante
torcida del espacio que consta de so´lo un punto. Para ello recordaremos brevemente la definicio´n del gru-
po de representaciones proyectivas. Para una exposicio´n ma´s detallada puede consultarse [14, Ch. III], ası´
como el enfoque presentado en [1, Sec. 6].
Si V es un espacio vectorial complejo de dimensio´n finita, una aplicacio´n ρ : G→ Aut(V ) es llamada
una representacio´n proyectiva deG si existe una funcio´nα : G×G→ C∗ tal que ρ(x)ρ(y) = α(x, y)ρ(xy),
para todos x, y ∈ G y ρ(1) = IdV .
Observemos que α define un cociclo sobre G con valores en C∗, es decir, α ∈ Z2(G,C∗). Las re-
presentaciones proyectivas de G, esta´n en correspondencia biyectiva con homomorfismos de G al espacio
proyectivo asociado a Aut(V ).
Dos representaciones proyectivas ρ1 : G → Aut(V1) y ρ2 : G → Aut(V2) se dicen ser linealmente
equivalentes si existe un isomorfismo de espacios vectoriales f : V1 → V2 tal que ρ2(g) = fρ1(g)f−1 para
todo g ∈ G.
Si α es el cociclo correspondiente a ρ, decimos que ρ es una α-representacio´n sobre el espacio V . Si
ρi, con i = 1, 2, son αi-representaciones sobre Vi, entonces el hecho de que ρ1 es linealmente equivalente
a ρ2, implica que α1 = α2 (cf. [14, Ch. III]).
Es fa´cil ver que dado un cociclo fijoα, podemos tomar la suma directa de cualesquiera dosα-representaciones
y e´sta es nuevamente una α-representacio´n. Esta suma se extiende de manera obvia a las clases de equiva-
lencia lineal.
Definicio´n 2.3. DefinimosMα(G) como el monoide de clases de isomorfismos lineales deα-representaciones
de G, respecto a la suma directa. Denotamos por Rα(G) el grupo de Grothendieck asociado a Mα(G).
Se puede demostrar que todo cociclo α ∈ Z2(G,C∗) es cohomo´logo a un cociclo en Z2(G,S1).
Adema´s, como C tiene caracterı´stica 0 y el grupo aditivo Q/Z es isomorfo al subgrupo de torsio´n de C∗ se
tiene queH2(G,C∗) ∼= H2(G,Q/Z) (cf. [15, Cor. 9.5]). De modo que tenemos los siguientes isomorfismos
H2(G,S1) ∼= H2(G,C∗) ∼= H2(G,Q/Z) ∼= H3(G,Z),
el u´ltimo isomorfismo es inducido por la sucesio´n exacta de ZG-mo´dulos (cf. [15, Prop. 1.19])
0 // Z // Q // Q/Z // 0
y por el hecho de que H˜∗(G,Q) = 0 si G es finito.
Por lo anterior, usaremos clases de cohomologı´a enH2(G,S1) donde laG-accio´n sobre los coeficientes
se asume trivial.
Un elemento α ∈ H2(G,S1) corresponde a una clase de equivalencia de extensiones centrales de
grupo
1→ S1 → G˜α → G→ 1.
Como G es un grupo finito, el grupo G˜α hereda de manera inmediata una estructura de grupo de Lie
compacto, donde S1 → G˜α es la inclusio´n de un subgrupo cerrado. Los elementos en la extensio´n de
grupo pueden ser representados por parejas {(g, a) | g ∈ G, a ∈ S1} con el producto (g1, a1)(g2, a2) =
(g1g2, α(g1, g2)a1a2).
Observacio´n 1. Existe una correspondencia uno a uno entre clases de isomorfismo de representa-
ciones de G˜α que se restringen a multiplicacio´n escalar sobre S1 y las clases de isomorfismo de α-
representaciones de G, ası´ que podemos identificar a Rα(G) con el subgrupo de R(G˜α) generado por las
representaciones que se restringen a multiplicacio´n escalar sobre S1. Por otro lado, si P es un torcimiento
G-equivariante sobre X = {∗}, entonces P ∼= PU(H) con una G-accio´n mediante un homomorfismo
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estable α : G −→ PU(H). De modo que si T : H −→ H es un operador de Fredholm G˜-equivariante,
con G˜ ∼= G ×α S1, entonces esta G˜-accio´n esta´ dada por multiplicacio´n compleja sobre el central S1, de
modo que los subespacios KerT y CokerT son de manera natural G˜-representaciones de dimensio´n finita,
y su diferencia es un elemento del grupo R(G˜), lo cual induce el homomorfismo
ind : KG(∗;P ) −→ R(G˜)
T 7−→ KerT − CokerT.
Es claro que ind no es sobreyectivo, ya que ind(KG(∗;P )) corresponde de hecho al subgrupo de las
representaciones virtuales sobre las cuales el central S1 actu´a por multiplicacio´n compleja, esto es,
ind : KG(∗;P )
∼= // Rα(G) ⊂ R(G˜).
2.4. Grupos relativos y superiores de K-teorı´a equivariante torcida. Para definir los grupos relati-
vos de K-teorı´a equivariante torcida (cf. [5]) usaremos la construccio´n del espacio fibra homoto´pica.
Recordemos que si ϕ : A −→ B es cualquier aplicacio´n continua, entonces su fibra homoto´pica se
define mediante el siguiente proceso. Primero definimos
Eϕ := {(a, f) ∈ A×B[0,1] | f(0) = ϕ(a)}.
Tal espacio tiene la propiedad de que la aplicacio´n Eϕ −→ B definida por ev1 : (a, f) 7−→ f(1) es una
fibracio´n (cf. [13, Prop. 4.64]), cuya fibra es denotada por Fϕ y es llamada la fibra homoto´pica de ϕ, la cual
explı´citamente esta´ dada por
(Fϕ)b0 = {(a, f) ∈ A×B[0,1] | f(0) = ϕ(a), f(1) = b0}
para algu´n punto base b0 ∈ B.
Definicio´n 2.4. Sea G un grupo finito, (X,A) una G-pareja celular finita y P un torcimiento G-
equivariante sobre X . Entonces, dada la aplicacio´n de restriccio´n
Γ(X; Fred(P ))G
res // Γ(A; Fred(P |A))G ,
y Fres(X,A;P ) la correspondiente fibra homoto´pica, definimos los grupos relativos de K-teorı´a equiva-
riante torcida por
KG(X,A;P ) := pi0(Fres(X,A;P )).
Por otro lado, como el elemento Id ∈ Fred(H) es fijado bajo PU(H), e´ste forma una seccio´n del haz
Fred(P ), la cual claramente esG-invariante. Por lo tanto, Γ(X; Fred(P ))G tiene un punto base distinguido
y podemos hablar sobre grupos superiores de homotopı´a.
Definicio´n 2.5. Sea G un grupo finito, (X,A) una G-pareja celular finita y P un torcimiento G-
equivariante sobre X . Definimos
K−iG (X;P ) := pii(Γ(X; Fred(P ))
G).
Asimismo, definimos
K−iG (X,A;P ) := pii(Fres(X,A;P ))
con Fres(X,A;P ) la fibra homoto´pica de la restriccio´n
Γ(X; Fred(P ))G
res // Γ(A; Fred(P |A))G .
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2.5. Propiedades cohomolo´gicas. Los grupos de K-teorı´a equivariante torcida satisfacen ciertas pro-
piedades, de tal manera que le dan una estructura de teorı´a de cohomologı´a generalizada en un sentido
que aclararemos ma´s adelante. La demostracio´n de estas propiedades puede consultarse en el artı´culo [12],
donde Freed, Hopkins y Teleman demuestran (Proposicio´n 3.3) que la K-teorı´a equivariante torcida de un
grupoide X satisface las propiedades de una teorı´a de cohomologı´a generalizada, y las propiedades pre-
sentadas en esta seccio´n corresponden al caso particular del grupoide accio´n [X/G] con X un G-espacio
celular finito. En [5] se presenta tambie´n una demostracio´n detallada de cada una de tales propiedades
cohomolo´gicas en el caso de la accio´n propia de un grupo discreto.
Sea Twist la categorı´a cuyos objetos consisten de parejas de G-complejos celulares (X,A) con un
torcimiento G-equivariante P sobre X . En la categorı´a Twist, un morfismo f : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q)
consiste en una aplicacio´n G-equivariante f : P −→ Q de PU(H)-haces principales que induce una
aplicacio´n G-equivariante f˜ : (X,A) −→ (Y,B), entre parejas de G-complejos celulares, de tal manera








y adema´s P ∼= f˜ ∗(Q).
De modo que tenemos una aplicacio´n G-equivariante entre los correspondientes espacios de secciones
Γ(Y,B; Fred(Q)) −→ Γ(X,A; Fred(P )) que desciende a un homomorfismo al nivel de los grupos de
homotopı´a (Definicio´n 2.5) y por lo tanto, tenemos el homomorfismo
f∗ : K−iG (Y,B;Q) −→ K−iG (X,A;P ).
Una homotopı´a entre dos aplicaciones f, g : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q) es una aplicacio´n
((X,A)× [0, 1];pi∗P ) −→ (Y,B;Q)
con pi : X × [0, 1] −→ X dada por la proyeccio´n, tal que la restriccio´n a (X,A)×{0} es f y la restriccio´n
a (X,A)× {1} es g.
La correspondencia
K−iG : (X,A;P ) 7−→ K−iG (X,A;P )
es un funtor homoto´pico contravariante de la categorı´a Twist a la categorı´a de grupos abelianos.
El funtor de K-teorı´a equivariante torcida satisface las siguientes propiedades cohomolo´gicas:
Invarianza homoto´pica. Si f, g : (X,A;P ) −→ (Y,B;Q), son aplicaciones homoto´picas, entonces
f∗ = g∗ : K−iG (Y,B;Q) −→ K−iG (X,A;P ).
Sucesio´n exacta larga. Existe la siguiente sucesio´n exacta larga
· · · −→ K−iG (X,A;P ) −→ K−iG (X;P ) −→ K−iG (A;P ) −→ K−i+1G (X,A;P ) −→ · · ·
· · · −→ K0G(X,A;P ) −→ K0G(X;P ) −→ K0G(A;P )
Aditividad. Si (X,A) =
∐





G (Xλ, Aλ;P ).
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Escisio´n. Si Z ⊂ A es un G-subcomplejo celular contenido en el interior de A, entonces
K−iG (X,A;P )
∼= // K−iG (X \ Z,A \ Z;P ) .
El axioma de la dimensio´n para una teorı´a de cohomologı´a h∗ establece que hn(∗) = 0 para n 6= 0.
Sin embargo, en el caso de los grupos de K-teorı´a equivariante torcida esto no se cumple, pues de hecho el
Teorema de Periodicidad de Bott establece que
(2.1) K−iG (X;P ) ∼= K−i−2G (X;P ).
Este resultado se sigue por la existencia de una equivalencia homoto´pica entre Fred(H) y Ω2Fred(H)
la cual, al ser U(H)-equivariante (cf. [3, Sec. 4]), induce una equivalencia homoto´pica fibra a fibra entre
Fred(P ) = P ×PU(H)Fred(H) y Ω2Fred(P ) := P ×PU(H)Ω2Fred(H) de la cual se sigue el isomorfismo
(2.1).
Usando dicha propiedad de periodicidad para definir los K-grupos para todo entero mediante,
KiG(X,A;P ) =
{
K0G(X,A;P ) si i es par,
K−1G (X,A;P ) si i es impar,
se sigue que la K-teorı´a equivariante torcida es una teorı´a de cohomologı´a generalizada sobre la categorı´a
Twist.
3. Sistemas de Cartan-Eilenberg. A continuacio´n presentaremos la construccio´n general de un sis-
tema de Cartan-Eilenberg (cf. [6, Ch. XV, Seccio´n 7] y [17, p. 58]). Mostramos tambie´n algunos ejemplos
cla´sicos.
Sea H = {H(p, q)} una familia de mo´dulos, uno por cada pareja (p, q) en Z ∪ {−∞,∞} tal que
−∞ ≤ p ≤ q ≤ ∞. La familia H es llamada un sistema de Cartan-Eilenberg si satisface los siguientes
axiomas:
CE-1. Existen homomorfismos
η : H(p′, q′)→ H(p, q)
si p ≤ p′ y q ≤ q′.
CE-2. Para una terna de enteros (p, q, r) tal que −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞ existe un homomorfismo de
conexio´n
δ : H(p, q)→ H(q, r).
CE-3. La aplicacio´n H(p, q)→ H(p, q) esta´ dada por la identidad.






CE-5. Para p ≤ p′, q ≤ q′ y r ≤ r′, el siguiente diagrama es conmutativo:





δ // H(q, r)
CE-6. Para −∞ ≤ p ≤ q ≤ r ≤ ∞, la siguiente sucesio´n es exacta:
· · · // H(q, r) // H(p, r) // H(p, q) δ // H(q, r) // · · ·
CE-7. Para cada q fijo,
H(q, q) // H(q − 1, q) // · · · // H(p, q) // H(p− 1, q) // · · ·
tiene como lı´mite directo a H(−∞, q).
36 Espinoza J, Ramos R.- Selecciones Matema´ticas. 2020; Vol. 7(1): 29-41
Denotamos por H(p) a H(p,∞) y por H a H(−∞,∞).
Definimos
Zpr = Im (H(p, p+ r)→ H(p, p+ 1))






Lo anterior define una sucesio´n espectral que cuando converge, lo hace a H .
Usualmente los mo´dulos H(p, q) tienen una graduacio´n. En este caso asumiremos que η : H(p′, q′)→
H(p, q) es de grado cero, que δ : H(p, q)→ H(q, r) es de grado 1 y definimos
Zp,qr = Im
(
Hp+q(p, p+ r)→ Hp+q(p, p+ 1))
Bp,qr = Im
(






La definicio´n de un sistema de Cartan-Eilenberg dada anteriormente, es establecida en [17, p. 58] y se
basa completamente en el esquema general dado por H. Cartan y S. Eilenberg en [6]. Tanto la definicio´n de
los mo´dulos anteriores (graduados y bigraduados), como de los diferenciales, se encuentra desarrollada en
[6, Ch. XV, Seccio´n 1].
Ejemplo 1 (Mo´dulos diferenciales filtrados). Todo mo´dulo graduado A con diferencial d y filtracio´n
descendente F pA, define un sistema de Cartan-Eilenberg mediante H(p, q) = H(F pA/F qA). O
Ejemplo 2. Sea X un espacio topolo´gico y {Xp} una familia de subespacios definida para todo entero





donde Hn(Xq, Xp) corresponden a los grupos de cohomologı´a de la pareja (Xq, Xp) respecto a algu-
na teorı´a de cohomologı´a fija. En este caso, la familia H = {H(p, q)} no siempre define un sistema
de Cartan-Eilenberg, siendo el axioma (CE-7) el que no necesariamente se satisface. Sin embargo, en el
caso de cohomologı´a celular H∗ y complejos CW con filtracio´n por esqueletos, dicha familia H define
efectivamente un sistema de Cartan-Eilenberg (cf. [6, Ch. XV, Section 7]). O
Ejemplo 3 (Atiyah-Hirzebruch). Si X es un complejo celular finito con una filtracio´n mediante es-
queletos {Xp}, y Kn(Xq, Xp) denota el n-e´simo grupo de K-teorı´a compleja de la pareja (Xq, Xp),
definimos
Hn(p, q) = Kn(Xq−1, Xp−1).
Resulta que la familiaH = {Hn(p, q) | −∞ < n < ∞} define un sistema de Cartan-Eilenberg, pues en
este caso los axiomas (CE-1)-(CE-7) corresponden a las propiedades cohomolo´gicas de la K-teorı´a com-
pleja. De modo que podemos formar la sucesio´n espectral Ep,qr , llamada la sucesio´n espectral de Atiyah-
Hirzebruch (ver [2, Sec. 2]). El te´rmino Ep,q1 esta´ dado por
Ep,q1 = K
p+q(Xp, Xp−1) ∼= Cp(X,Kq(∗))




De una manera completamente ana´loga al ejemplo anterior se puede definir el sistema de Cartan-
Eilenberg (sucesio´n espectral de Atiyah-Hirzebruch) para la K-teorı´a G-equivariante P -torcida, inducida





sin embargo, en este caso el te´rmino inicial no aporta ninguna ventaja computacional sobre el problema
original.
En la siguiente seccio´n se presentara´ una filtracio´n del G-espacio X asociada a una cubierta, de tal
manera que la sucesio´n espectral inducida por el correspondiente sistema de Cartan-Eilenberg converge
a la K-teorı´a equivariante torcida de X y adema´s, los te´rminos iniciales son relativamente ma´s sencillos
respecto a la filtracio´n por esqueletos; esto u´ltimo se presentara´ en la Seccio´n 5.
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4. La filtracio´n asociada a una cubierta. Dado el G-espacio X y
(4.1) U = {Ui}Ni=0
unaG-cubierta finita por subconjuntos cerrados deX , construiremos un espacio asociadoWU de tal manera
que K∗G(WU ;P ) ∼= K∗G(X;P ).
La construccio´n de este espacio fue dada por G. Segal en [20, Sec. 5] y [19].
Sea NU el nervio de la cubierta U , esto es, el complejo simplicial finito cuyos simplejos son los
subconjuntos de la forma {0 ≤ i0 < i1 < · · · < in ≤ N} tales que
Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uin 6= ∅,
y |NU | su realizacio´n geome´trica. Denotaremos por J(n) tal (n + 1)-tupla (i0, i1, . . . , in). Asimismo,
usaremos la notacio´n
UJ(k) = Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uin .





del producto X × |NU | y w : WU −→ X la proyeccio´n en el primer factor. El subespacio WU tiene una
G-accio´n diagonal dada por la G-accio´n de X en el primer factor y la G-accio´n trivial en el segundo factor;
esta G-accio´n hace que w : WU −→ X sea G-equivariante.
Por otro lado, sea Xp el conjunto de puntos x ∈ X que se encuentran contenidos en al menos p + 1
elementos distintos de U , esto es, x ∈ UJ(p) para algu´n J(p). Como la cubierta es finita, conN elementos,
se tiene que Xp = ∅ para p ≥ N, esto es,
XN = XN+1 = XN+2 = · · · = ∅.
De tal manera que tenemos una filtracio´n de X por subespacios,
X = X0 ⊃ X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ XN−1 ⊃ XN = ∅,
la cual, mediante w : WU −→ X induce una filtracio´n sobre WU , a saber, Wp = w−1(Xp). De modo que
tenemos el diagrama conmutativo,∐




(UJ(p) , UJ(p) ∩Xp+1) // (Xp, Xp+1)
cuyas aplicaciones horizontales son dadas por homeomorfismos relativos G-equivariantes y la aplicacio´n
vertical de la izquierda del diagrama es una G-equivalencia homoto´pica.
De lo anterior, se sigue que
K∗G(Wp,Wp+1;P ) ∼= K∗G(Xp, Xp+1;P )
para todo p. Luego, como los grupos Ep,q1 = K
p+q
G (Wp,Wp+1;P ) son triviales para p ≥ N y para p < 0,
se sigue que el primer te´rmino de la sucesio´n espectral que e´stos definen, esta´ localizada enN columnas en




son todas triviales para r ≥ N y por lo tanto la sucesio´n espectral converge en el te´rminoN.
Ası´, hemos demostrado el siguiente resultado.
Lema 4.1. K∗G(WU ;P ) ∼= K∗G(X;P ).
Este lema es importante para la demostracio´n del Teorema 5.1 que se presenta en la siguiente seccio´n.
38 Espinoza J, Ramos R.- Selecciones Matema´ticas. 2020; Vol. 7(1): 29-41
5. Sucesio´n espectral para K-teorı´a equivariante torcida. En esta seccio´n mostraremos co´mo el
sistema de Cartan-Eilenberg asociado a la K-teorı´a equivariante torcida del espacio WU relativo a la G-
cubierta de X define una sucesio´n espectral cuya segunda pa´gina es dada por la cohomologı´a de Cˇech
asociada a una pregavilla de representaciones torcidas de grupos de isotropı´a, con ciertas restricciones
sobre la cubierta que se establecera´n ma´s adelante.
La sucesio´n espectral que se presenta en esta seccio´n corresponde a un caso particular de la sucesio´n
espectral desarrollada en [4] (cf. [16]). Sin embargo, al restringirnos en el presente trabajo a complejos
celulares finitos y acciones de grupos finitos, es posible hacer ma´s transparente y explı´cita la construccio´n
de la sucesio´n espectral, ası´ como los morfismos involucrados en la construccio´n de su segunda pa´gina.
Teorema 5.1. Sea G un grupo finito, X un G-complejo celular finito y P un torcimiento equivariante.




y convergente a Kp+qG (X;P ), donde Kˇq es la pregavilla U 7→ KqG(U ;P ).
Demostracio´n: Al espacio WU , definido en (4.2), podemos asociarle una filtracio´n






esto es, la imagen inversa del p-esqueleto de |NU |. A esta filtracio´n le corresponde un sistema de Cartan-
Eilenberg y en consecuencia una sucesio´n espectral convergiendo a K∗G(WU ;P ) cuyo primer te´rmino esta´
dado porKp+qG (W
p,W p−1;P ). Luego, a fin de reformular este primer te´rmino y poder expresarlo en forma




oo ∐UJ(1)oooo ∐UJ(2) · · ·oo oooo
donde las flechas son dadas por inclusio´n y obtenemos la sucesio´n
K∗G(X;P ) //
∏
K∗G(UJ(0) ;P ) // //
∏
K∗G(UJ(1) ;P ) // ////
∏
K∗G(UJ(2) ;P ) · · ·
donde los morfismos satisfacen las condiciones de pegado inducidas por las funciones de pegado del torci-
mientoG-equivariante P . Ma´s especı´ficamente, como P es un haz PU(H)-principal se sigue que la funcio´n
de transicio´n sobre Ui ∩Uj de P |Ui a P |Uj define un haz de lı´nea Lij sobre Ui ∩Uj , de modo que se tiene
el isomorfismo
(5.1) Lij ⊗ P |Ui −→ P |Uj
sobre Ui ∩ Uj , de tal manera que sobre cada triple interseccio´n tenemos que se cumple la condicio´n de
cociclo dada por el isomorfismo
Ljk ⊗ Lij −→ Lik.
Esto implica que los morfismos en la sucesio´n son dados por la composicio´n de restricciones y automorfis-




G(Ap;P ), donde Ap :=
∐
UJ(p) .
Luego, si ∆p es el p-simplejo esta´ndar y ∂∆p su (p− 1)-esqueleto, de la terna (Ap×∆p, Ap× ∂∆p, Ap×
∆p−1) obtenemos la sucesio´n exacta
0 −→ Kp+q−1G (Ap × ∂∆p, Ap ×∆p−1;P ) −→ Kp+qG (Ap ×∆p, Ap × ∂∆p;P ) −→ 0,
esto es, un isomorfismo
Kp+qG (Ap ×∆p, Ap × ∂∆p;P ) ∼= Kp+q−1G (Ap × ∂∆p, Ap ×∆p−1;P ),
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y usando el principio de escisio´n en la pareja (Ap × ∂∆p, Ap ×∆p−1), tenemos
Kp+q−1G (Ap × ∂∆p, Ap ×∆p−1;P ) ∼= Kp+q−1G (Ap ×∆p−1, Ap × ∂∆p−1;P )
en consecuencia
Kp+qG (Ap ×∆p, Ap × ∂∆p;P ) ∼= Kp+q−1G (Ap ×∆p−1, Ap × ∂∆p−1;P )
e inductivamente, se sigue que
Ep,q1
∼= Kp+qG (Ap ×∆p, Ap × ∂∆p;P ).
Luego, de las propiedades cohomolo´gicas de la K-teorı´a equivariante torcida y la equivalencia ho-
moto´pica relativa (Ap ×∆p, Ap × ∂∆p) −→ (W p,W p−1), se sigue que,
Ep,q1
∼= Kp+qG (W p,W p−1;P ).










δp,q1 // Kp+q+1G (W
p+1,W p;P )
obtenemos que la sucesio´n espectral Ep,qr converge a K
∗
G(WU ;P ).
Finalmente, si Kˇq es la pregavilla U 7→ KqG(U ;P ), entonces por definicio´n se sigue que
Ep,q2
∼= Hˇp(U , Kˇq).
Lo cual concluye la demostracio´n del teorema.
Tomando el lı´mite directo de la familia de sucesiones espectrales correspondientes a cada cubierta
cerrada e indexada por e´stas, del Teorema 5.1 obtenemos que existe una sucesio´n espectral Ep,qr tal que
Ep,q2 = H
p(X,Kq)
y convergente a Kp+qG (X;P ), donde Kq es la gavilla asociada a la pregavilla U 7→ KqG(U ;P ).
Por otro lado, como G es finito y X es un G-CW-complejo finito se sigue que X es un G-ANR (cf.
[18, Sec. 3]) y por lo tanto, podemos tomar una cubierta cerrada equivariantemente contraı´ble U y cuyas
intersecciones arbitrarias no vacı´as sean tambie´n G-contraı´bles, entonces para cada cerrado Ui ∈ U se
tiene
λi : KG(Ui;P )
∼= // KG(∗;P ) ∼= Rα(Gi)
con Gi el subgrupo de isotropı´a de Ui y α el cociclo asociado al haz P (ver Observacio´n 1); en una doble










Rα(Gi) // Rα(Gij) Rα(Gj)oo
de modo que si los morfismos en el renglo´n inferior son tomados de tal manera que hacen conmutar cada
diagrama, entonces cada morfismo ψi : Rα(Gi) −→ Rα(Gij) esta´ dado explı´citamente como
ψi = ρij · res
con ρij ∈ H3G(Ui ∩ Uj ;Z) ∼= H2(G;S1), res : Rα(Gi) −→ Rα(Gij) la restriccio´n y los automorfis-
mos ρij satisfaciendo la correspondiente condicio´n de cociclo sobre las triples intersecciones. Sobre las
intersecciones mu´ltiples se cumplen las propiedades ana´logas.
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De lo anterior, tenemos una familia de isomorfismos (flechas verticales), compatibles con los morfismos
de restriccio´n,
(5.2) K∗G(X;P ) //
∏
K∗G(UJ(0) ;P ) // //

∏
K∗G(UJ(1) ;P ) // ////

∏
K∗G(UJ(2) ;P ) · · ·
∏
Rα(GJ(0))
//// ∏Rα(GJ(1)) //// // ∏Rα(GJ(2)) · · ·
de tal manera que las correspondientes cohomologı´as de Cˇech son isomorfas y en consecuencia la sucesio´n
espectral inducida por esta sucesio´n converge a Kp+qG (X;P ) y por lo tanto tenemos el siguiente resultado.
Corolario 5.1. SeaG un grupo finito,X unG-complejo celular finito yP un torcimientoG-equivariante
sobre X . Entonces existe una sucesio´n espectral Ep,qr tal que
Ep,q2 =
{
Hˇp(U , Rα(−)) si q es par
0 si q es impar
y convergente a Kp+qG (X;P ), donde α es el elemento en H
3
G(∗;Z) ∼= H2(G;S1) correspondiente a la
imagen de P mediante el homomorfismo H3G(X;Z) −→ H3G(∗;Z) y Rα(−) es el sistema de coeficientes
definido por Rα : G/H 7−→ Rα(H).
6. Ejemplo. Sea G un grupo finito que actu´a trivialmente sobre la esfera de dimensio´n par S2n y sea
P un torcimiento G-equivariante sobre S2n.






Luego, H1(BG;Z) = 0 ya que G es finito y por lo tanto H3G(S2n;Z) ∼= H3(BG;Z) consiste so´lo de
elementos de torsio´n discreta. De modo que
(6.1) K∗G(S
2n;P ) ∼= K∗(S2n)⊗Rα(G)
donde α ∈ H3(BG;Z) representa la clase en cohomologı´a del torcimiento equivariante P . El isomorfismo
(6.1) se sigue de que en este caso el grupo de K-teorı´a equivariante torcida K∗G(S
2n;P ) es isomorfo al
grupo de K-teorı´a equivariante con torsio´n discreta (ver [1] y [7]) y tal isomorfismo es establecido en [1,
Lemma 7]. Por otro lado, del isomorfismo anterior y [7, Th. 4.4], la sucesio´n espectral inducida por el
sistema de Cartan-Eilenberg tiene como segunda pa´gina el siguiente te´rmino,
Ep,q2
∼= Hp(S2n;Z)⊗Rα(G) =⇒ Kp+q(S2n)⊗Rα(G),
para q par y, Ep,q2 = 0 para q impar. Luego, del Teorema de Periodicidad de Bott para K-teorı´a, se sigue
que Ep,q2 =⇒ Kp(S2n)⊗ Rα(G) para q par. Este resultado es consistente con los resultados obtenidos en
[1] y [7].
El argumento anterior es va´lido, de hecho, para cualquier esfera G-trivial Sm, con G finito, de dimen-
sio´n m > 3. Los casos m = 1 y m = 3 presentan algunas diferencias interesantes y en [4] se presentan
algunos resultados, algunos de los cuales son consecuencia directa de las propiedades cohomolo´gicas de la
K-teorı´a equivariante torcida.
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